LOGIQUE COMBINATOIRE
1- Opérateurs logiques
	Deux niveaux logiques 
	
	Note: les boutons poussoir (BP) sont dessinés en position repos (pas d'appui sur BP); un appui sur BP les fait passer en position travail. 
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a . /b + /a . b
	


Les NAND et NOR sont des opérateurs complets, car il est possible de réaliser les opérateurs ET, OU , NON, soit à partir de NANDs, soit à partir de NORs

2-Eléments de technologie2-1 Circuits logiques à contacts et à relais

Contacts: 2 types de contacts: travail et repos[image: image109.png]
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Les schémas sont dessinés "au repos" (ni action, ni tension, température et pression ambiante) et l'action se traduit par un déplacement du contact vers la droite ou vers le bas (c.f. symboles)

	.
	Représentation

	Type
	normalisée
	simplifiée

	T (travail)
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	R (repos)
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	RT
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Relais: 
une bobine parcourue par un courant attire un ou plusieurs contacts de
type R ou T 
(relais 1RT, 2RT=2R2T, 2R3T...)
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	Interrupteurs et relais à lames souples (ILS ou Reed)
	Relais industriel


	Détermination des équations logiques d'un circuit à contacts à partir du schéma
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	Méthode des chemins ( forme )
	Méthode des coupures ( forme  )
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	L'équation logique de L répond à la question:
qu'est-ce qui allume L ?
	L'équation logiquede /L répond à la question:
qu'est-ce qui éteint L ?

	La forme obtenue est une forme 
"somme de produits" (
	La forme obtenue est une forme 
"produit de sommes" (


2-2 Circuits logiques à diodes
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Rappels de la loi d'Ohm: U = R.i , i = U/R ...
[image: image49.png]


Comportement d'une diode:
[image: image50.png]


polarisée dans le sens direct, une diode laisse passer un courant, moyennant une chute de tension V0 ~ 0,6V 
[image: image51.png]


polarisée dans le sens inverse, une diode est bloquée et ne laisse passer aucun courant.
	




	OU à diodes
Il suffit d'une entrée au niveau logique 1 (+V volts) pour que la sortie soit au niveau logique 1 (V-0,6 volts). 
Avec la convention:
- S~0 volts = niveau logique 0 
- S~V volts = niveau logique 1
... ce montage réalise un OU logique
R est une résistance de pull-down
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	ET à diodes
Il suffit d'une entrée au niveau logique 0 (0 volts) pour que la sortie S soit au niveau logique 0 (0,6 volts)
Avec la convention:
- S~0 volts = niveau logique 0
- S~V volts = niveau logique 1
... ce montage réalise un ET logique 
R est une résistance de pull-up 

	[image: image54.png]El

E2

E3

V]

D2

D3

"




	E1

E2

E3

S

0V
0V
0V
+0,6volts
0V
0V
+V
+0,6volts
0V
+V
0V
+0,6volts
0V
+V
+V
+0,6volts
+V
0V
0V
+0,6volts
+V
0V
+V
+0,6volts
+V
+V
0V
+0,6volts
+V
+V
+V
+V


	
	Exemples
Matrice à diodes 
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NON 
à transistor bipolaire


Note: un transistor permet de réaliser l'opérateur NON (c.f. logique DTL: diode transistor logic)
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2-3 Circuits logiques à base d'électronique numérique 
	


Boîtiers DIL sur supports à wrapper
	Les circuits utilisés en électronique numérique sont le résultat d'une évolution vers une rapidité et une intégration de plus en plus poussées:
- diodes + résistance
- DTL (diode transistor logic)
- TTL (transistor transistor logic) avec le début des boîtiers DIL de la série 74: 74N, 74S, 74 LS, 74F...
- CMOS (complementary metal oxyde semiconductor) avec les boîtiers de la série 4000 puis ceux des 74HC, 74 HCT, 74AC, 74ACT...
- ECL (Emitter-Coupled Logic circuit) 
- HMOS, HNIL, IIL, SOS ..

	L'intégration étant de plus en plus poussée, les fonctions assurées par les boîtiers sont devenues de plus en plus complexes et puissantes: lien 

	- SSI - Single Scale Integration (moins de 10 transistors): boîtier avec 1 seule porte (ET, OU, NON, NAND, NOR)
- MSI - Medium Scale Integration (< 100): boîtiers intégrant jusqu'à 10 portes
- LSI -Large Scale Integration (< 5.000): compteurs
- VLSI (< 50.000) microprocesseurs, microcontroleurs, FPGA
- SLSI (< 100.000) , ULSI (>100.000) ... 
Circuits numériques lexique
standards
fonctionnement programmable
architecture programmable & temps de développement ...
74HC...
microprocesseurs, microcontroleurs
... faible
PLA, PLD, FPGA
... élevé
ASIC
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PAL (Programmable Array Logic)


3-La logique des opérateurs
3-1 Algèbre de Boole
Propriétés des opérateurs de base.

	
	Somme de produits () 
	Produit de sommes () 
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*: démontrer au moyen de tables de vérité 
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Une relation importante: la loi de Morgan généralisée (démonstration)
[image: image66.png]



- Noter la dualité ET OU
- Les propriétés énumérées dans le tableau de gauche se démontrent algébriquement ou au moyen de tables de vérité. 
Exemples:
Consensus de 1ère espèce
	. 
	. 
	 
	 

	a 
	b 
	/a.b 
	a+/a.b 
	a+b 
	/a+b 
	a.(/a+b) 
	a.b 

	0 
	0 
	0 
	0 
	0 
	1 
	0 
	0 

	0 
	1 
	1 
	1 
	1 
	1 
	0 
	0 

	1 
	0 
	0 
	1 
	1 
	0 
	0 
	0 

	1 
	1 
	0 
	1 
	1 
	1 
	1 
	1 



Consensus de 2ème espèce 
	. 
	.
	. 
	 

	a 
	b 
	c 
	a.b+/bc 
	ac 
	a.b+/bc+ac 

	0 
	0 
	0 
	0 
	0 
	0 

	0 
	0 
	1 
	1 
	0 
	1 

	0 
	1 
	0 
	0 
	0 
	0 

	0 
	1 
	1 
	0 
	0 
	0 

	1 
	0 
	0 
	0 
	0 
	0 

	1 
	0 
	1 
	1 
	1 
	1 

	1 
	1 
	0 
	1 
	0 
	1 

	1 
	1 
	1 
	1 
	1 
	1 


Les démonstrations algébriques du consensus sont proposées en exercice.

3-2 Les opérateurs logiques jouent un "double jeu" !
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Une entrée de porte logique "ET" (AND)

· peut servir à autoriser une action, à sélectionner une information, à valider

· ou, au contraire, à interdire, inhiber, imposer un "0" 

Les "ET" seront utilisés pour réaliser des entrées de validation.

	
	 [image: image114.png]


Une entrée de porte logique "OU" (OR)

· peut servir à imposer un niveau logique "1", à forcer une entrée 

· ou, dans le cas contraire, ne rien faire 

Les "OU" seront utilisés pour réaliser des entrées de forçage.

	Conséquence de la loi de Morgan,
le ET peut jouer le rôle d'un OU
et le OU celui d'un ET 
	[image: image68.png]F(X ¥, Zoooy+,9 ) = F(X, ¥, .04 )





exemple: /(a . b) = /a + /b 
exemple: /(a+ b) = /a . /b 


	[image: image69.png]Y
ey





	Réalisation d'inverseurs à NAND et à NOR
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	Associativité du ET et du OU
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Composants des séries 74 & 4000: 
gates inverters comparators 

Pour passer à la pratique et faire des prototypes: 
le wrapping
3-3 Formes à NAND et à NOR d'une fonction
En transformant un ET en OU et vice-versa, la loi de Morgan permet de réaliser une fonction combinatoire uniquement à l'aide des opérateurs complets NAND ou NOR.
La démonstration, qui peut se faire algébriquement, sera faite ici par doubles complémentations suivie d'une relecture des schémas:

	Forme "Somme de Produits" 

	- on fait apparaître des NAND en complémentant 2 fois à l'intérieur (liaison ET-OU)
- on fait apparaître des NOR en complémentant 2 fois à l'extérieur (entrée ET, sortie OU)
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	Forme "Produit de Sommes" )

	- on fait apparaître des NOR en complémentant 2 fois à l'intérieur (liaison OU-ET)
-on fait apparaître des NAND en complémentant 2 fois à l'extérieur (entrée OU, sortie ET)
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3-4 Un opérateur particulier: le OU exclusif (XOR)
	Définitions du "OU exclusif"
	a
b
a[image: image75.png]
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	1ère forme canonique () 
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	2ème forme canonique () 
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	XOR
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	XNOR.
	


	Propriétés du "OU exclusif" 
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	Associativité 
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(démonstration) 


	Distributivité 


	Applications du "OU exclusif".
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	Inverseur commandé
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	Egalité
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	Egalité de 2 mots 
de n bits
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est la somme modulo 2 
des variables binaires [image: image86.png]ul
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	Somme modulo 2 
Contrôle de parité

	a
b
a x b
-1
-1
1
-1
1
-1
1
-1
-1
1
1
1

	En comparant ces deux tableaux, on voit que l'on peut réaliser une multiplication analogique de signaux binaires -1 volts et 1 volts au moyen d'un XNOR en codant -1 par un "0" logique et 1 par un "1" logique. 
	a
b
[image: image87.png]



0
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0
0
1
1
1

	Multiplieur de
signaux binaires 
-1 & +1 ou -V & +V


Le "OU EXCLUSIF" (XOR) mérite une attention particulière au vu des fonctions qu'il est capable de remplir; attention, c'est "un irréductible"! 

	    A
 B 
	0
	1

	  0
	0

	1


	  1
	1

	0



			      BA
  DC 
00
01
11
10
00
0

1

0

1

01
1

0

1

0

11
0

1

0

1

10
1

0

1

0

	 

	



					Il serait dommage que
le "ou exclusif" 
vous tienne en échec!

	XOR à 2 entrées
		XOR à 4 entrées
	 

	XOR à 6 entrées

	La table de Karnaugh d'un XOR ressemble à un damier
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Associativité 


Composants des séries 74 & 4000: gates inverters comparators 

3-5 Le "couteau suisse" de la réduction algébrique 

Les lames 
· Consensus de 2ème espèce 
[image: image91.png]xF + XG ZxF + XG +FG



(1)
FG est le consensus de xF et de /xG par rapport à la variable biforme x 

· Absorption 
[image: image92.png]F+Fx =F



(2)
F absorbe Fx car Fx est inclus dans F 
· Loi de Morgan généralisée 
[image: image93.png]


(3) 

Mode d'emploi
L'alternance consensus-absorption permet la réduction algébrique d'une fonction 

· Consensus: le "magicien" de l'algèbre de Boole
Utilisée de gauche à droite, (1) fait apparaître le terme FG qui pourra être utilisé plus tard pour former un nouveau consensus ou absorber un autre terme;
Utilisée de droite à gauche, (1) fait disparaître le terme FG , ce qui permet d'obtenir une forme réduite. 

· Absorption 
Utilisée de gauche à droite, (2) réduit une équation logique 

· La loi de Morgan généralisée (3) permet le passage de la forme  à la forme  et inversement (passages NAND-NOR 

Cette méthode est connue sous les noms de 
"méthode du consensus" et "méthode de Tison"
Exemple 1: réduction algébrique de F(h, g, f, e, d, c, b, a) 

[image: image94.png]F=fea +hgfedch +hga
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Peut-on réduire F en utilisant une table de Karnaugh? 
1- Naturellement, vous pouvez toujours, si cela vous tente, essayer de réduire la table de Karnaugh de F (8 variables h, g, f, e, d, c, b, a, donc 256 cases... de quoi s'exercer et occuper une soirée!) 
2- Il y a plus astucieux: si on considère F comme une fonction des variables
hg, fe, dcb et a , on peut construire puis réduire une table de Karnaugh de taille plus raisonnable (16 cases). 
Voici une table de Karnaugh où F est décomposée en fonction de fonctions.

	        dcb   a
hg   fe         
	0 0
	0 1
	1 1
	1 0

	0     0
	0
	0
	0
	0

	0     1
	0
	1
	1
	0

	1     1
	1
	1
	1
	1

	1     0
	1
	0
	0
	1


F (hg, fe ; dcb, a)

3-6 Mise en équation d'un schéma et réduction algébrique

Exemple 2: mise en équation d'un schéma et réduction algébrique
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Voir la simulation de la réduction de cette fonction; l'économie de composants est considérable! 

Nous allons maintenant aborder une autre méthode de réduction des fonctions logiques, la méthode de réduction par la table de Karnaugh. 
Les tables de Karnaugh sont des tables de vérité qui ont comme particularité d'utiliser un codage des variables d'entrée en binaire réfléchi, ce qui permet de repérer facilement les paquets de 2n cases adjacentes...
4- Mises en équations des fonctions booléennes
Soit F(c, b, a), une fonction logique combinatoire donnée par la table de vérité ci-contre. 
F peut s'écrire et se réaliser de plusieurs manières.

	cba10
	c
	b
	a
	F

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	1

	3
	0
	1
	1
	1

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	1

	6
	1
	1
	0
	0


1- Première forme canonique de F ()
F est vrai si c=0 et b=1 et a=0, donc si [image: image96.png]cha

1



(ligne 2)
  ou encore si c=0 et b=1 et a=1, donc si [image: image97.png]cha

1



(ligne 3)
  ou encore si c=1 et b=0 et a=1, donc si [image: image98.png]


(ligne 5)
  ou encore si c=1 et b=1 et a=1, donc si [image: image99.png]cha



(ligne 7)
Par conséquence, F est vrai (F=1) si [image: image100.png]cha +cba +cba +cha =1




La 1ère forme canonique de F est:
[image: image101.png]F =cha+cha +cha+cha



(1) 
(1) est un développement en somme de produits (). Chaque terme "produit" de cette première forme canonique s'appelle un minterme et comprend toutes les variables. 
En affectant à c, b et a les poids respectifs 4, 2 et 1, F peut encore s'écrire 
[image: image102.png]F=R(2,357)



(2) , le R signifiant "réunion" d'une somme de produits.
2- Seconde forme canonique de F ()
En s'intéressant aux 0 de F, on peut écrire de la même manière[image: image103.png]Ba +cha +cha +cha




 (3) 
Par application de la loi de Morgan généralisée, il vient immédiatement
[image: image104.png]F=(c+b+a)(c+b+a)(c+b+a)(c+b+a)



(4) 
(4) est un développement en produit de sommes (). Chaque terme "somme" de cette deuxième forme canonique s'appelle un maxterme et comprend toutes les variables.

Les réalisations à multiplexeurs, décodeurs et mémoires s'appuient sur le développement des fonctions combinatoires sous forme d'une somme de mintermes (1ère forme canonique).
3- Ecriture simplifiée sous forme somme de produits (minimale )
L'équation (1) de F peut se réécrire et se simplifier:
(5)[image: image105.png]F =cha +cba +cba +cba

=cbia+a)+oalb+b)

7 =cb+ca





Cette écriture simplifiée de F est connue sous le nom "forme minimale réduite somme de produits"

4- Ecriture simplifiée sous forme produit de sommes (minimale )
L'équation de F mise sous la forme (4) peut se réécrire et se simplifier:
(6)[image: image106.png]F=(c+b+a)(c+b+a)(e+b+a)(c+b +a)
=(c+b+aa)(c+a+bh)

F=(c+b.c +a)





Cette écriture simplifiée de F est connue sous le nom "forme minimale réduite produit de sommes" 

5- Autres écritures
L'étude des aléas nous montrera qu'il sera parfois nécessaire de réaliser une fonction sous forme non minimale dans le but d'éliminer une partie de ces aléas (pas la totalité). Les aléas dits "statiques" et "dynamiques" pourront être supprimés en ajoutant les consensus de 2e espèce aux termes des formes minimales (5) ou (6), ce qui donne
(5')[image: image107.png]F=ch+ca+ha



 et       
[image: image108.png]F=(c+b)(c+a)(b+a)



(6')

Les réalisations utilisant les portes logiques (ET, OU, NON, NAND, NOR) et les réalisations à PLA ou PAL s'appuient sur la réduction des fonctions combinatoires selon les formes minimales  et .

